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RESUMO 

Neste trabalho é investigado o problema de localização de alvos baseados apenas em 

marcações quando as posições do observador são conhecidas, não estando sujeitas a ruído, 

como também, quando estas mesmas posições estão sujeitas a erros. Os desempenhos dos 

algoritmos de localização de emissores eletromagnéticos são comparados em cenários táticos 

navais específicos. Com o intuito de estimar a posição do alvo, são utilizadas apenas as medidas 

de ângulo de chegada, ou marcação, do sinal transmitido do alvo para o observador.  

Assume-se que não apenas as medidas de marcação são corrompidas por ruído mas também 

a posição exata do observador não é conhecida, os erros de posicionamento sendo modelados 

como ruído aditivo branco. As simulações são realizadas com a utilização dos algoritmos 

Mínimos Quadrados (Least Squares - LS), Mínimos Quadrados Total (Total Least Squares - 

TLS), do algoritmo baseado na Transformada de Hough Generalizada (Generalized Hough 

Transform - GHT), Filtro de Kalman Sem Rasto (Unscented Kalman Filter - UKF) e Minimax, 

com a finalidade de estimar a posição de um alvo fixo no mar. As medidas de ângulos de 

chegada são assumidamente feitas por aeronaves tripuladas ou não tripuladas em missões de 

patrulha. 

Adicionalmente, este trabalho apresenta uma interpretação geométrica para alguns destes 

algoritmos e o desempenho de um critério de seleção de medidas de marcação quando há 

valores dispersos presentes nas mesmas. A utilização dos algoritmos se mostrou viável para 

aplicações em cenários navais. No entanto, o algoritmo TLS apresentou resultados mais 

precisos em relação aos outros na maioria dos testes e o UKF mostrou-se muito dependente de 

uma estimativa inicial da posição do alvo. 
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ABSTRACT 

In this work is investigated the bearing-only target localization problem when the observer 

positions are known, not subject to noise, but also when these same positions are subject to 

errors. The performances of electromagnetic emitters location algorithms are compared in a few 

given specific naval tactical scenarios. In order to estimate the target position, only angle of 

arrival measurements, or bearings, of the transmitted signal from the target to the observer, are 

used.  

It is assumed that not only the bearing measurements are corrupted by noise but also that 

the exact position of the observer is not known. The simulations are performed using algorithms 

least squares algorithm (LS), total least squares (TLS), Generalized Hough Transform (GHT), 

Unscented Kalman Filter (UKF) and Minimax, for the purpose of estimating the position of a 

fixed target at sea. Angle of arrival measurements are assumedly obtained by manned or 

unmanned aircrafts. 

Additionally, this work presents a geometric interpretation for some of the algorithms and 

the performance of a criterion for bearing measurements selection when outliers are detected. 

The use of these algorithms proved to be feasible for applications in naval scenarios. However, 

the TLS algorithm presented more accurate results than the others did in most of the tests and 

UKF was very dependent on an initial estimate of the target position. 
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1  INTRODUÇÃO 

A localização de fontes de radiofrequência (RF) é de extrema importância em aplicações 

tanto civis quanto militares, como por exemplo, em comunicações, guerra eletrônica, vigilância, 

localização e supressão de interferências. Devido ao interesse cada vez maior dos pesquisadores 

por esta área, há diversos trabalhos na literatura sobre este tema. As principais tarefas de 

processamento de sinais em sistemas de guerra eletrônica são identificação de ameaças e 

emissores, associação de sinais, controle dos sensores, controle das contramedidas, interface 

homem-máquina, fusão de dados e localização do emissor (ADAMY, 2001).  

A informação da localização de alvos é necessária para conhecer como as forças inimigas 

estão dispostas no terreno, com o intuito de avaliar o imediatismo das ameaças e possibilitando 

o desenvolvimento da ordem eletrônica de batalha, a informação de localização da ameaça pode 

ser entregue para outras plataformas (ADAMY, 2003). Além disso, os sistemas de 

comunicações também utilizam amplamente a informação da localização de emissores; como 

em operações militares, onde ela tem importância vital para rastreamento de pessoal e de outras 

fontes. 

A presente dissertação tem como objetivo o estudo das principais técnicas de localização 

de um emissor de RF. Tais técnicas podem ser baseadas no tempo de chegada (Time-of-Arrival 

- TOA), na diferença do tempo de chegada (Time-Difference-of-Arrival - TDOA), no ângulo de 

chegada (Angle-of-Arrival - AOA) e na diferença da frequência de chegada (Frequency-

Difference-of-Arrival - FDOA). Objetiva-se também, realizar uma análise comparativa do 

desempenho de alguns algoritmos de estimação da posição da fonte de RF em alguns cenários 

específicos. Estes algoritmos utilizam as medidas de AOA, ou marcação, do sinal transmitido 

do alvo para o observador para estimar a posição do alvo. Essas medidas foram escolhidas 

porque os equipamentos de guerra eletrônica utilizados na Marinha do Brasil, como o 

equipamento MAGE (Medidas de Apoio à Guerra Eletrônica), fornecem tais medidas.  

Com o auxílio do método de triangulação, a estimação da localização de alvos é obtida pelo 

ponto de intersecção das linhas de marcação medidas pelo observador em diferentes posições. 

Na ausência de erros nas medidas, a intersecção das linhas ocorre em um único ponto; na 

presença de erros nas medidas de marcação e posição do observador, uma solução ótima para a 

triangulação é obtida através de métodos estatísticos (DOGANÇAY, 2005).  

Uma grande parte dos trabalhos científicos presente na literatura é baseado na assunção de 
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que a posição exata do observador está disponível. Em um dos primeiros trabalhos realizados 

para a localização de alvos, (STANSFIELD, 1947), apresentou o estimador mínimos quadrados 

ponderado (do ingl. weighted least squares - WLS). Em RAO e REDDY (1994), foi proposto 

o algoritmo mínimos quadrados total (do ingl. total least squares - TLS). Os estimadores 

Verossimilhança máxima (do ingl. Maximum likelihood - ML), mínimos quadrados (do ingl. 

least squares - LS) e WLS foram comparados em GAVISH e WEISS (1992).  

Uma publicação onde o filtro de Kalman é utilizado pela primeira vez com o propósito de 

localizar alvos está em SPINGARN (1987). Outro algoritmo de localização de emissores foi 

apresentado em MIKHALEV e ORMONDROYD (2010), o qual é baseado na transformada de 

Hough e permite que tipos diferentes de dados, tais como, AOA, TDOA e FDOA, possam ser 

fundidos, melhorando a precisão da localização do alvo. Uma análise da acurácia na localização 

de um radiotransmissor em um ambiente urbano foi proposto em THOMÉ et al. (2012).  

Há estudos que levam em consideração as incertezas na posição do observador, como em 

DOGANÇAY (2005) onde os algoritmos TLS e ML tiveram seus desempenhos comparados. 

Erros na posição do observador foram também levados em consideração na comparação dos 

algoritmos ML, LS, TLS e weighted total least squares (WTLS) em VAGHEFI et al. (2010). 

Em KOSSYK (2015) uma fonte sonora é localizada em um ambiente com reverberação 

utilizando filtro de partículas, além disso, as estimativas de localização são melhoradas com a 

utilização de coerência interaural. Um novo algoritmo de localização baseado no filtro de 

Kalman, o filtro de Kalman Estendido de ganho modificado amortecido  (do ingl. smoothing 

modified gain extended kalman filter - sMGEKF)  é apresentado em QIAN (2014). 

Neste trabalho, os desempenhos dos algoritmos Mínimos Quadrados (Least Squares - LS), 

Mínimos Quadrados Total (Total Least Squares - TLS), do algoritmo baseado na Transformada 

de Hough Generalizada (Generalized Hough Transform - GHT), Filtro de Kalman Sem Rasto 

(Unscented Kalman Filter - UKF) e do algoritmo aqui designado Minimax são analisados. Os 

cenários consistem de um alvo fixo no mar, as medidas de marcação são feitas por navios, 

aeronaves tripuladas ou não. É assumido que as medidas de marcação do alvo e da posição do 

observador são corrompidas com ruído. Adicionalmente, este trabalho apresenta uma 

interpretação geométrica para alguns destes algoritmos, como uma nova função custo para o 

algoritmo LS que não necessita de nenhum tipo de aproximação para encontrar sua expressão 

final. Além disso, o desempenho de um critério de seleção de medidas de marcação é 

apresentado.    
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1.1  MOTIVAÇÃO PARA ESTE ESTUDO 

Nos novos cenários da guerra moderna é de vital importância dominar toda a tecnologia 

que envolve a Guerra Eletrônica (GE). Estimar a localização de um emissor é uma das funções 

fundamentais dos sistemas de GE. O conhecimento da localização de alvos é útil para diversos 

fins. Como por exemplo, determinar a disposição de uma força inimiga no teatro de operações 

navais e os tipos e composições dos emissores desta força.  

Em um cenário marítimo, a utilização de um sistema de localização preciso é fundamental. 

A comparação do desempenho de algoritmos de localização de emissores de RF é importante 

para definir a precisão de cada um deles. Os mesmos têm grande potencial de aplicação em 

ambientes marítimos com propagação multipercurso reduzida.    

Sendo assim, para um melhor entendimento deste trabalho, é necessário definir alguns 

conceitos sobre GE. Guerra Eletrônica é qualquer ação que envolva o uso do espectro 

eletromagnético para negar o uso do mesmo ao inimigo e garantir a utilização deste espectro 

pelas forças amigas. Ela é dividida em Medidas de Apoio à Guerra Eletrônica (MAGE), 

Medidas de Ataque Eletrônico (MAE) e Medidas de Proteção Eletrônica (MPE) (NERI, 2001). 

As MAGE são conjuntos de ações visando a busca, interceptação, identificação e 

localização eletrônica das fontes de energia eletromagnética. Os equipamentos MAGE 

detectam a presença de emissores, determinam sua direção e os identificam comparando as 

características dos seus sinais emitidos com as características de sinais armazenados no seus 

banco de dados. As MPE são conjuntos de ações para proteção de equipamentos, pessoal ou 

instalações. Isto pode ser conseguido através do monitoramento do espectro eletromagnético e 

controle das emissões (NERI, 2001). 

As MAE envolvem as ações para atacar equipamentos, pessoal ou instalações com a 

intenção de degradar, neutralizar ou destruir a capacidade de combate do inimigo. As MAE são 

classificadas em dois grupos básicos: MAE não-destrutivas (soft kill) e MAE destrutivas (hard 

kill). As MAE não-destrutivas são aquelas que se valem do uso ativo ou passivo do espectro 

eletromagnético para o ataque eletrônico sem causar nenhum tipo de destruição física ao 

oponente, como por exemplo, despistamento eletromagnético. As MAE destrutivas são aquelas 

que causam destruição física ao inimigo, como por exemplo, mísseis antirradiação (ADAMY, 

2004). 
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1.2  ORGANIZAÇÃO DO TRABALHO 

A dissertação está estruturada em 5 capítulos. No Capítulo 2, são apresentadas e detalhadas 

as principais técnicas de localização de emissores de RF. 

No Capítulo 3, são apresentados os conceitos e as formulações matemáticas dos algoritmos 

utilizados para a estimação da posição do alvo. A geometria de localização do alvo em duas 

dimensões é detalhada. Além disso, é abordado um algoritmo de eliminação de medidas de 

AOA que apresentam um erro muito grande em relação às demais medidas. 

No Capítulo 4, são apresentados os resultados das simulações computacionais do 

algoritmos implementados em diferentes cenários. Uma análise comparativa dos desempenhos 

dos mesmos é realizada. Os efeitos da utilização do algoritmo de eliminação de medidas 

espúrias são apresentados.  Assim como, são apresentadas algumas limitações dos algoritmos. 

No Capítulo 5, é apresentada a conclusão do trabalho com relação aos resultados obtidos 

durante as pesquisas e são também incluídas sugestões para trabalhos futuros.  
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2  PRINCIPAIS TÉCNICAS PARA DETERMINAÇÃO DA LOCALIZAÇÃO DE 

EMISSORES DE RF 

Neste capítulo são abordadas as principais técnicas de localização de emissores de 

radiofrequência (RF) disponíveis na literatura. As quatro técnicas mais utilizadas para 

localização de fontes RF baseiam-se na medição de diferentes características do sinal 

proveniente da fonte de RF (ângulo de chegada, tempo de chegada, diferença do tempo de 

chegada e diferença da frequência de chegada do sinal recebido). Também existem as técnicas 

que são combinações dessas, ditas híbridas, que têm como objetivo principal melhorar a 

precisão da localização da fonte de RF com a aplicação combinada. Entretanto, elas não são 

abordadas. Foco maior é dado à técnica de ângulo de chegada, objeto do presente trabalho, pois 

essas medidas estão facilmente disponíveis nos equipamentos MAGE utilizados na Marinha do 

Brasil.  

2.1  TEMPO DE CHEGADA (TOA) 

Esta técnica pode ser dividida em duas categorias: uma que usa o tempo de propagação do 

sinal em um único sentido, do emissor para o receptor; e outra que usa o tempo que o sinal leva 

para percorrer ambos os sentidos, ida e volta (RTT, do ingl. Round Trip Time). 

A categoria que realiza a medição em um único sentido estima a localização da fonte 

emissora medindo a diferença entre o instante de tempo ao qual o sinal é transmitido e o instante 

de chegada ao receptor. Conhecida a diferença entre estes dois instantes e a velocidade de 

propagação no meio, obtém-se a distância entre o emissor e o receptor. Exige-se que a 

temporização entre o emissor e receptor estejam perfeitamente sincronizados, pois erros nas 

medições podem ocorrer caso os relógios apresentem diferença, sendo esta uma das maiores 

dificuldades desta técnica (MAO e FIDAN, 2009). 

Quando dois receptores estão em locais conhecidos e um sinal é transmitido em um tempo 

conhecido e o tempo de chegada do sinal é medido com precisão em cada local de recepção, 

então a localização do transmissor é definida pela distância calculada a partir dos dois 

receptores. No espaço livre, as duas distâncias descrevem circunferências como pode ser 

observado na FIG. 2.1. A localização do emissor está em um dos dois pontos de interseção das 

circunferências. Como ambos possuem a mesma probabilidade de localização, há uma 
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ambiguidade.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.1 - Localização de Emissor com a técnica TOA. 

 

Esta ambiguidade deve ser resolvida pelo uso de mais receptores. Se três receptores são 

empregados, na ausência de erros, uma única e precisa estimativa de posição é obtida, sendo 

este processo chamado de trilateração (em ingl. tri-lateration), conforme observado na FIG. 2.2. 

Sendo que A, B e C são as posições dos sensores e RA, RB e RC são as distâncias radiais de cada 

um dos sensores até o emissor.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.2 - Trilateração com a técnica TOA. 
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A outra categoria realiza a medição de tempo de ida e volta que um sinal leva para percorrer 

uma determinada distância. Ela requer a utilização de dois sensores, um em cada extremo do 

elo de comunicação. Quando um sensor envia um sinal, ativa ao mesmo tempo um contador 

que mede o valor do RTT. Como a medição de tempo é local, não há necessidade de sincronismo. 

2.2  DIFERENÇA DO TEMPO DE CHEGADA (TDOA) 

A técnica TDOA usa a diferença no tempo em que um sinal chega a vários receptores. Cada 

medida TDOA produz uma curva hiperbólica gerando um conjunto de posições possíveis. As 

hipérboles são desenhadas para cada par de sensores e a interseção de duas ou mais hipérboles 

determina a posição do emissor (POISEL, 2012). A FIG. 2.3 apresenta dois receptores 

recebendo um sinal de um transmissor fixo.  

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.3 - Localização de Emissor com a técnica TDOA. 

 

As distâncias podem ser expressas como na Eq. (2.1), onde 𝑐 é a velocidade de propagação 

do sinal, assumida como a velocidade da luz, e 𝑡𝑖 é o tempo entre o momento em que o sinal 

sai do emissor e quando ele chega ao receptor. 

𝐷𝑖 = c𝑡𝑖 (2.1) 

A diferença de tempo entre o momento em que o sinal chega a um receptor e o outro é dada 

por:  

Emissor 

Receptor Móvel 1 Receptor Móvel 2 

𝐷1 𝐷2 
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𝑇𝐷𝑂𝐴2−1 = 𝜏 = 𝑡2 − 𝑡1 =
1

𝑐
(𝐷2 − 𝐷1) (2.2) 

Sendo que as distâncias são calculadas da seguinte maneira: 

𝐷𝑖 = √(𝑥 − 𝑥𝑖)2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)2 ,    i = 1 e 2. (2.3) 

Segue que: 

𝐷2 − 𝐷1 = 𝜏 ∗ 𝑐 

√(𝑥 − 𝑥2)2 + (𝑦 − 𝑦2)2 −√(𝑥 − 𝑥1)2 + (𝑦 − 𝑦1)2 = 𝜏 ∗ 𝑐 

(2.4) 

(2.5) 

onde: 

(𝑥1, 𝑦1) é a posição do receptor 1; 

(𝑥2, 𝑦2) é a posição do receptor 2; 

(𝑥, 𝑦) é a posição do transmissor que está sendo estimada; 

𝐷1 é a distância entre o receptor 1 e o emissor; 

𝐷2 é a distância entre o receptor 2 e o emissor; e 

𝑇𝐷𝑂𝐴2−1 é a diferença de tempo de chegada entre os sensores 1 e 2. 

 

As curvas hiperbólicas são geradas para cada par de sensores e a interseção de duas ou mais 

delas determina a posição do emissor. A FIG. 2.4 ilustra este processo.     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.4 - Interseção de hipérboles - TDOA. 
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2.3  ÂNGULO DE CHEGADA (AOA) 

O ângulo de chegada (AOA, do ingl. Angle-Of-Arrival) de um sinal, ou sua linha de 

marcação, é um parâmetro frequentemente utilizado para determinar a localização de um 

emissor através da triangulação. A triangulação é um modelo clássico para localização de 

emissores que envolve o uso de sistemas de recepção localizados em posições distintas, cada 

um destes receptores deve ser capaz de determinar o AOA do sinal do emissor, gerando a 

informação de linha de marcação ou ângulo de chegada (ADAMY, 2009).  

As FIG. 2.5 e 2.6 apresentam como o AOA é usado para triangular a posição de um emissor, 

utilizando dois e três receptores, respectivamente. Na ausência de erros de medição, a posição 

do emissor verdadeiro corresponde à intersecção dessas linhas de marcação. Triangulação é a 

denominação aplicada à estimativa de uma posição fixa pelo cálculo do ponto mais provável 

para o alvo, dada a intersecção de duas ou mais linhas de marcação de sensores em locais 

conhecidos. Triangulação pode ser implementada com o auxílio de vários tipos de plataformas, 

incluindo aviões, navios e veículos terrestres (POISEL, 2012).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.5- Triangulação utilizando dois receptores            FIG. 2.6 - Triangulação utilizando três receptores. 

 

Na presença de ruído nas medidas, a intersecção de linhas de marcação erradas dá origem 

a uma estimativa de posição incorreta. Neste caso, é improvável que mais de duas linhas de 

marcação se interceptem em um único ponto, sendo assim, estimadores estatísticos devem ser 

utilizados para fornecerem uma estimativa da posição do emissor. 

Um grande problema na localização de emissores é que a propagação de ondas de rádio é 

muito complexa, geralmente sofrendo propagação por múltiplos caminhos devido à reflexão 
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em construções e no solo, assim como a dispersão de objetos cujas dimensões são da ordem do 

comprimento de onda do sinal. Muitas vezes, o sinal que chega aos sensores não é de visada 

direta (LOS, do ingl. Line Of Sight) com o emissor; e em alguns ambientes essa má propagação 

pode piorar nos chamados "cânions urbanos" devido à presença de ruas retas, alinhadas com 

prédios altos que atuam como "guias de onda" para o sinal de RF. Este, e outros efeitos tais 

como sombreamento devem ser levados em consideração para descrever o ambiente entre o 

emissor alvo e o receptor de vigilância (CAFFERY e STUBER, 1999). Sendo assim, o uso do 

AOA apresenta melhores resultados em ambientes abertos em detrimento de ambientes urbanos 

ou fechados.  

2.4  DIFERENÇA DA FREQUÊNCIA DE CHEGADA (FDOA) 

A técnica FDOA é capaz de realizar a localização do emissor através da medida da 

diferença das frequências recebidas em dois receptores móveis oriundas de um único 

transmissor, o qual normalmente não é móvel. Esta técnica também é conhecida como Doppler 

Diferencial (DD) porque a diferença na frequência recebida é causada pelo deslocamento 

Doppler. A FIG. 2.7 apresenta um receptor móvel recebendo um sinal de um transmissor fixo. 

A frequência do sinal recebido é dada pela expressão: 

𝐹𝑅 = 𝐹𝑇 [1 +
𝑉𝑅𝑐𝑜𝑠(𝜃)

𝑐
] (2.6) 

onde: 

 𝐹𝑅 = frequência recebida; 

𝐹𝑇 = frequência transmitida; 

𝑉𝑅 = velocidade do receptor; 

θ = ângulo entre o vetor velocidade do receptor e o transmissor; e   

𝑐 = velocidade da luz. 
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𝐹𝑇 

𝐹𝑅 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.7 - Frequência recebida por um receptor móvel. 

 

A FIG. 2.8 apresenta dois receptores recebendo o mesmo sinal de posições diferentes. A 

diferença entre as duas frequências recebidas "∆𝐹" é dada pela expressão: 

∆𝐹 =
𝐹𝑇
𝑐
[𝑉2𝑐𝑜𝑠(𝜃2) − 𝑉1𝑐𝑜𝑠(𝜃1)] 

(2.7) 

De acordo com MIKHALEV (2007), considerando os eixos coordenados x-y, tem-se uma 

diferença de frequências dada por: 

 

∆𝐹 =
𝐹𝑇
𝑐

{
 

 𝑉𝑥𝑟1(𝑥 − 𝑥𝑟1) + 𝑉𝑦𝑟1(𝑦 − 𝑦𝑟1)

√(𝑥 − 𝑥𝑟1)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑟1)

2
−
𝑉𝑥𝑟2(𝑥 − 𝑥𝑟2) + 𝑉𝑦𝑟2(𝑦 − 𝑦𝑟2)

√(𝑥 − 𝑥𝑟2)
2
+ (𝑦 − 𝑦𝑟2)

2

}
 

 

 (2.8) 

 

onde: 

(𝑥𝑟1 , 𝑦𝑟1) é a posição do receptor 1; 

(𝑥𝑟2 , 𝑦𝑟2) é a posição do receptor 2; 

(𝑥, 𝑦) é a posição do transmissor que está sendo estimada; 

𝑉𝑥𝑟1é a velocidade do receptor 1 em relação ao eixo x; 

𝑉𝑦𝑟1é a velocidade do receptor 1 em relação ao eixo y; 

𝑉𝑥𝑟2é a velocidade do receptor 2 em relação ao eixo x; 

𝑉𝑦𝑟2é a velocidade do receptor 2 em relação ao eixo y. 
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FIG. 2.8 - Frequências recebidas por dois receptores móveis. 

 

Desta maneira é formada uma superfície tridimensional curva que define todas as possíveis 

localizações do transmissor, as quais produzem a diferença de frequências medida sob as 

condições existentes. A intersecção destas curvas para o valor apropriado de “∆𝐹” produz a 

geolocalização estimada para o emissor, mas com apenas dois sensores existe uma ambiguidade 

esquerda-direita, como visto na FIG. 2.9 (POISEL, 2012). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.9 - Contorno DD com ambiguidade esquerda-direita. 
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Com a adição de um terceiro sensor pode-se resolver a ambiguidade e produzir uma solução 

única, como mostrado na FIG. 2.10. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 2.10 - Localização do emissor por três sensores. 
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𝜃𝑖 

𝑂 

𝒑𝑖 

𝒂 

3  ALGORITMOS DE LOCALIZAÇÃO 

Este capítulo aborda alguns algoritmos para os problemas de estimação da localização de 

uma fonte emissora de RF que utilizam somente medidas de marcação para localizar o emissor. 

Contempla ainda o modelo de localização do alvo em duas dimensões. 

3.1  GEOMETRIA DO PROBLEMA 

A geometria de localização do alvo em duas dimensões é apresentada na FIG. 3.1. Assume-

se neste trabalho que medidas de marcação são utilizadas na localização de um alvo. Seja 𝒂 =

[𝑎𝑥, 𝑎𝑦]
𝖳  as coordenadas a serem estimadas do alvo. O observador coleta as medidas de 

marcação em 𝐿 pontos distintos, cujas coordenadas são representadas por 𝒑𝑖= [𝑝𝑥𝑖 , 𝑝𝑦𝑖]
𝖳, 𝑖 =

1, 2, … , 𝐿.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 3.1 - Geometria da localização de alvos em duas dimensões. 

 

A relação entre o ângulo de marcação, a posição do alvo e as posições do observador na 

ausência de ruído é dada pela equação não linear a seguir:   

𝜃𝑖 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑎𝑦 −  𝑝𝑦𝑖
𝑎𝑥 −  𝑝𝑥𝑖

). (3.1) 

É assumido neste trabalho que as medidas de marcação possuem erros modelados por ruído 

aditivo: 

x 

y 
Alvo 

i-ésimo sensor 
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�̃�𝑖 = 𝜃𝑖 + 𝑛𝑖 ,        𝑛𝑖~ 𝒩(0, 𝜎𝑖
2) (3.2) 

onde 𝑛𝑖 é uma variável aleatória gaussiana com média zero e variância 𝜎𝑖
2. 

Assume-se que as medidas das posições do observador também estão sujeitas a ruído: 

�̃�𝑖 = 𝒑𝑖 + 𝒏𝑖,        𝒏𝑖~ 𝒩(0, 𝑪) (3.3) 

onde 𝑪 é matriz de covariância e os erros nas coordenadas x e y são independentes. 

3.2  TRANSFORMADA DE HOUGH GENERALIZADA (GHT) 

A estimativa da posição do emissor pode ser obtida através de um algoritmo baseado na 

transformada de Hough (HOUGH, 1962). A GHT (do ingl. Generalized Hough Transform) é 

uma transformação matemática que mapeia pontos do espaço de características (do ingl. 

Feature Space - FS), ou entrada, em curvas no espaço de parâmetros (do ingl. Parameter Space 

- PS). Muitas aplicações em reconhecimento de imagem usa a GHT para a detecção de 

diferentes tipos de imagens, como linhas retas, círculos, elipses, entre outras. Em NI et al. (2016) 

a GHT é utilizada para a detecção e contagem de objetos circulares sobrepostos em uma imagem. 

Ela foi utilizada na eliminação de detecções fantasmas em acompanhamento de alvos utilizando 

fusão de dados multi-sensores em ALEXIEV e BOJILOV (2000). Em robótica e automação, a 

GHT é utilizada para estimar o posicionamento de robôs em diferentes ambientes, como pode 

ser observado em CHAN e TAM (1994) e SCHIELE e CROWLEY (1994). A localização de 

alvos humanos utilizando a transformada de Hough é apresentada em DING et al. (2016).  

O algoritmo de localização de emissores de RF, baseado na transformada de Hough, estima 

a posição do alvo realizando os seguintes passos (MIKHALEV e ORMONDROYD, 2006):  

1 . Cria-se uma tabela fixa, ou grade, com os parâmetros (x,y) que precisam ser estimados; 

2. Em cada ponto da tabela, a probabilidade condicional é avaliada, 𝑝(𝑥, 𝑦|𝛽), dada a 

medida 𝛽. O resultado é acumulado na matriz A:  

𝐴(𝑥, 𝑦) =
1

𝐿
∑𝑝(𝑥, 𝑦|𝛽𝑙)

𝐿

𝑙=1
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onde 𝛽𝑙 é a l-ésima medida de um total de L; 

3. A estimativa é tomada como a posição da tabela correspondente ao pico da probabilidade 

acumulada. 

A FIG. 3.2 apresenta um exemplo de gráfico obtido pela matriz acumulada. Pode-se notar 

como a transformada de Hough mostra as linhas de marcação prováveis e o pico ocorre onde 

as linhas de marcação prováveis se interceptam. O valor máximo da curva corresponde à 

posição mais provável do emissor. 

 

FIG. 3.2 - Espaço Parametrizado Tri-dimensional. 

3.2.1  APLICAÇÃO DA GHT EM MEDIDAS DE AOA 

Com o intuito de estimar a posição do alvo utilizando-se o algoritmo GHT, com medidas 

de marcação, considera-se um emissor fixo e L receptores, fixos ou móveis, capazes de medir 

o AOA do sinal emitido pelo alvo; é também assumido que os erros nas medidas de AOA são 
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Gaussianos. Sendo assim, a matriz acumulada é dada por (MIKHALEV e ORMONDROYD, 

2007):  

 

𝐴𝐴𝑂𝐴(𝑥, 𝑦) =
1

𝐿
∑

𝑒

−(𝜃𝑐𝑖−𝜃𝑖)
2

𝜎𝜃𝑙
2

√2𝜋𝜎𝜃𝑖

𝐿

𝑖=1

 
(3.4) 

 

onde: 

𝜃𝑖  é o ângulo de chegada medido pelo i-ésimo receptor;  

𝜃𝑐𝑖 = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑦−𝑦𝑖

𝑥−𝑥𝑖
)  é o ângulo de chegada calculado pelo i-ésimo receptor no ponto 

(𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ao ponto (𝑥, 𝑦);  

(𝑥, 𝑦) é um ponto na grade do espaço de busca representado uma possível posição do 

receptor; 

𝜎𝜃𝑖 é o desvio padrão dos erros das medidas de AOA para cada receptor. 

O espaço de busca é dividido em uma grade regular e (𝑥, 𝑦) é restrito a estar em um destes 

pontos; a probabilidade condicional é avaliada em cada um destes pontos da grade.  

3.2.2  APLICAÇÃO DA GHT EM MEDIDAS DE FDOA 

Com a finalidade de estimar a posição do alvo utilizando-se o algoritmo GHT, com medidas 

de FDOA, considera-se um emissor fixo e L receptores móveis capazes de medir a FDOA 𝑓𝑑𝑖 

entre os dois receptores separados espacialmente, 𝑟1 e 𝑟𝑖, do sinal emitido pelo alvo; assume-se 

também que os erros nas medidas de FDOA são Gaussianos. Sendo assim, a matriz acumulada 

é dada por (MIKHALEV e ORMONDROYD, 2007): 

𝐴𝐹𝐷𝑂𝐴(𝑥, 𝑦) =
1

𝑁
∑

𝑒

−(∆𝑖,1−𝑓𝑑𝑖)
2

𝜎𝑓𝑑
2

√2𝜋𝜎𝑓𝑑

𝑁

𝑖=2

 

 

(3.5) 

onde: 
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∆𝑖,1=
𝐹𝑇

𝑐
{
𝑉𝑥𝑟1

(𝑥−𝑥𝑟1)+𝑉𝑦𝑟1
(𝑦−𝑦𝑟1)

√(𝑥−𝑥𝑟1)
2
+(𝑦−𝑦𝑟1)

2
−
𝑉𝑥𝑟𝑖

(𝑥−𝑥𝑟𝑖)+𝑉𝑦𝑟𝑖
(𝑦−𝑦𝑟𝑖)

√(𝑥−𝑥𝑟𝑖)
2
+(𝑦−𝑦𝑟𝑖)

2
}  é a diferença de frequência de 

chegada entre o receptor 1 e o receptor “i” calculada, sendo que i = 2, 3, ..., L; 

𝑓𝑑𝑖  é a diferença de frequência de chegada entre o receptor 1 e o receptor “i” medida, sendo 

que i = 2, 3, ..., L; 

𝜎𝑓𝑑 é o desvio padrão dos erros das medidas de FDOA; 

𝐹𝑇 é a frequência da portadora do sinal emitido de interesse ; 

 𝑐 é a velocidade da luz; 

(𝑥𝑟𝑖 , 𝑦𝑟𝑖) é a posição do i-ésimo receptor nos instante da medição; e 

(𝑥, 𝑦) é um ponto na grade do espaço de busca representado uma possível posição do 

receptor. 

3.2.3  APLICAÇÃO DA GHT EM FUSÃO DE MEDIDAS DE AOA E FDOA  

Como os dados dos sensores são transformados em probabilidades condicionais e estão em 

um único espaço parametrizado, é possível fundir os dados do sensor de AOA com os dados do 

sensor de FDOA (MIKHALEV e ORMONDROYD, 2007). 

𝐴(𝑥, 𝑦) =
1

𝐿
∑

𝑒

−(𝜃𝑐−𝜃𝑙)
2

𝜎𝜃𝑙
2

√2𝜋𝜎𝜃𝑙

𝐿

𝑙=1

+
1

𝑁
∑

𝑒

−(∆𝑖,1−𝑓𝑑𝑖)
2

𝜎𝑓𝑑
2

√2𝜋𝜎𝑓𝑑

𝑁

𝑖=2

 

 

(3.6) 

3.3  FILTROS DE KALMAN 

Em KALMAN (1960) foi apresentado um filtro preditivo recursivo baseado na utilização 

de técnicas de estado e algoritmos recursivos, revolucionando o campo da estimação, o Filtro 

de Kalman (Kalman Filter - KF). Desde então, o KF passou a ser utilizado em inúmeras 

aplicações como na indústria militar, aeroespacial, navegação marítima, sistemas de localização 

e posicionamento, entre outras. 
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O KF é um método matemático recursivo, composto por um conjunto de equações, que 

estima o estado de um sistema linear a partir de uma série de medições de grandezas realizadas 

ao longo do tempo. Tais medidas são contaminadas com ruído. O fato do filtro ser recursivo 

significa que apenas a estimativa do estado no passo anterior e a medição atual são necessárias 

para computar a estimativa do estado atual. As equações do filtro de Kalman são: 

        𝑿𝑘 = 𝐹𝑿𝑘−1 + 𝒒𝑘−1 

𝒁𝑘 = 𝐻𝑿𝑘 + 𝒓𝑘 
(3.7) 

onde:  

𝑿𝑘 = [𝑥𝑘, 𝑦𝑘]
𝖳 𝜖 ℝ2 vetor de estado representando as coordenadas do emissor no tempo 𝑘; 

𝒁𝑘 𝜖 ℝ
𝐿 é o vetor de medidas no tempo 𝑘; 

𝑭 é a matriz 2𝑋2 de transição de estado; 

𝑯 é a matriz 𝐿𝑋2 modelo das medidas; 

𝒒𝑘−1~𝒩 (0, 𝑸𝑘−1) é o vetor ruído do processo; e  

𝒓𝑘~𝒩 (0, 𝑹𝑘) é o vetor ruído das medidas. 

Os ruídos do processo e da medição são independentes entre si e são denominados ruídos 

brancos e com distribuição de probabilidade normal. Associado ao ruído do processo é definida 

a matriz 𝑸, como sendo a covariância de 𝒒; e associado ao ruído das medidas é definida a matriz 

𝑹 referente à covariância de 𝒓. Ambos os ruídos apresentam distribuição de probabilidade 

normal. A matriz de covariância 𝑸 representa a medida da confiança no modelo dinâmico 

utilizado pelo filtro de Kalman, sendo que quanto maior a confiabilidade no modelo, menor os 

valores das componentes da matriz. De maneira análoga, a matriz 𝑹 do modelo de observação 

representa a medida da confiança nas observações do processo, ou seja, quanto maior for a 

confiabilidade nas medidas das variáveis do processo, menor os valores das componentes da 

matriz 𝑹 (SPINGARN, 1987).  

O KF tem por objetivo principal minimizar a função custo da média dos quadrados dos 

erros de estimação (Minimum Mean Square Error - MMSE), ou seja, minimizar a variância dos 

estados estimados do sistema dinâmico linear. A função MMSE é utilizada porque possui um 

mínimo global que representa a mínima covariância dos estados estimados, além de possuir 

uma convergência rápida, sendo representada por (HEIJDEN et al., 2004): 
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𝐽𝑘 = E [(𝑿𝑘 − �̂�k)
2
] = E[𝒆𝑘

2] (3.8) 

onde:  

E representa o operador esperança; 

𝑿𝑘 representa o vetor de estado do sistema no tempo 𝑘;  

�̂�k representa o vetor de estado estimado do sistema no tempo 𝑘; e 

𝒆𝑘 representa o erro entre o estado medido e o estado estimado. 

Utilizando-se 𝑘 − 1 medidas, obtém-se uma estimativa a priori do estado, no passo k, este 

estado é denotado por �̂�𝑘
−. Esta estimativa do estado é então refinada quando a medida 𝑘 tenha 

sido tomada. O valor refinado é a estimativa a posteriori do estado �̂�k. As estimativas dos erros 

a priori e a posteriori são dados a seguir: 

𝒆𝑘
− = 𝑿𝑘 − �̂�𝑘

− 

𝒆𝑘 = 𝑿𝑘 − �̂�k 

(3.9) 

(3.10) 

As correspondentes covariâncias dos erros de estimativas a priori e a posteriori são dadas 

a seguir: 

𝑷𝒌
− = E[𝒆𝑘

−𝒆𝑘
−𝖳] 

𝑷𝑘 = E[𝒆𝑘𝒆𝑘
𝖳 ] 

(3.11) 

(3.12) 

Com o intuito de obter um valor ótimo do estado estimado, �̂�k, são utilizados o Teorema 

do Estimador da Média Condicional e  o Teorema do Princípio da Ortogonalidade, tomados a 

partir da teoria de processos estocásticos: 

Teorema 1 - Estimador da Média Condicional: se para um processo estocástico,  𝑿𝑘 e 𝒁𝑘 

são conjuntamente gaussianos, então o estado ótimo �̂�k que minimiza a função da média do 

erro quadrático 𝐽𝑘 é o estimador da média condicional (HAYKIN, 2001): 

�̂�k = E[𝑿𝑘|𝒁1, 𝒁2, … , 𝒁𝑘]. (3.13) 

Teorema 2 - Princípio da Ortogonalidade: seja o processo estocástico onde 𝑿𝑘 é um vetor 

aleatório estimado com base nas observações 𝒁𝑘 , então o estado estimado �̂�k  é a projeção 
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ortogonal sobre o espaço dos valores observados 𝒁𝑘. Sendo assim, tem-se (HAYKIN, 2001):  

E[(𝑿𝑘 − �̂�k)𝒁𝑖
𝖳] = 0 para 𝑖 = 1,2, … k − 1. (3.14) 

Pode-se expressar a estimativa a posteriori �̂�k como uma combinação linear da estimativa 

a priori e a nova medição, como: 

�̂�k = 𝑮𝑘
(1)�̂�𝒌

− + 𝑮𝑘𝒁𝑘 (3.15) 

onde 𝑮𝑘
(1)

 e 𝑮𝑘 são denominados fatores multiplicadores de matriz. 

Aplicando o Teorema da Ortogonalidade, obtém-se: 

E[𝒆𝑘𝒁𝑖
𝖳] = 0      para 𝑖 = 1,2, … k − 1 (3.16) 

Substituindo as Eqs. (3.7), (3.10) e (3.15) na Eq. (3.16), tem-se: 

  E [(𝑿𝑘 − 𝑮𝑘
(1)�̂�𝒌

− − 𝑮𝑘𝑯𝑘𝑿𝑘 − 𝑮𝑘𝒓𝑘)𝒁𝑖
𝖳] = 0      para 𝑖 = 1,2, … k − 1 (3.17) 

Como os ruídos de processo, 𝒒𝑘 , e das medidas, 𝒓𝑘 , são variáveis aleatórias e não 

correlacionados: 

E[𝒒𝑘𝒁𝑖
𝖳] = 0 

E[𝒓𝑘𝒁𝑖
𝖳] = 0 

(3.18) 

(3.19) 

Sendo assim, segue que: 

  E [(𝐈 − 𝑮𝑘𝑯𝑘 − 𝑮𝑘
(1))𝑿𝑘𝒁𝑖

𝖳 + 𝑮𝑘
(1)(𝑿𝑘 − �̂�𝒌

−)𝒁𝑖
𝖳] = 0, (3.20) 

onde I é a matriz identidade. 

Do Princípio da Ortogonalidade, E[(𝑿𝑘 − �̂�𝒌
−)𝒁𝑖

𝖳] = 0, e após algumas simplificações, 

obtém-se (HAYKIN, 2001): 
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  (𝐈 − 𝑮𝑘𝑯𝑘 − 𝑮𝑘
(1))E[𝑿𝑘𝒁𝑖

𝖳] = 0, (3.21) 

Os vetores de estado e observações podem ter valores arbitrários, então a equação acima é 

apenas satisfeita se: 

  𝐈 − 𝑮𝑘𝑯𝑘 − 𝑮𝑘
(1) = 0, 

𝑮𝑘
(1) = 𝐈 − 𝑮𝑘𝑯𝑘, 

(3.22) 

(3.23) 

Substituindo a Eq. (3.23) na Eq. (3.15), tem-se: 

�̂�k = �̂�𝒌
− + 𝑮𝑘(𝒁𝑘 −𝑯𝑘�̂�𝒌

−), (3.24) 

onde o fator, 𝑮𝑘, é ganho do filtro de Kalman e ele é utilizado para minimizar a matriz de 

covariância do erro a posteriori. 

A diferença residual, �̃�𝒌 = (𝒁𝒌 −𝑯�̂�𝒌
−), é a medida da discrepância entre a medida predita, 

𝑯�̂�𝒌
−, e a medida atual, 𝒁𝒌, segue que: 

�̃�𝒌 = 𝒁𝒌 −𝑯�̂�𝒌
− 

�̃�𝒌 = 𝑯𝑘𝑿𝑘 + 𝒓𝑘 −𝑯�̂�𝒌
− 

�̃�𝒌 = 𝑯𝑘𝒆𝑘
− + 𝒓𝑘 

(3.25) 

Com base no diferença residual e no princípio da ortogonalidade, tem-se: 

  E[(𝑿𝑘 − �̂�k)�̃�𝑘
𝖳 ] = 0 (3.26) 

Utilizando as Eq. (3.7) e (3.24), tem-se: 

𝑿𝑘 − �̂�k = 𝒆𝑘
− − 𝑮𝑘(𝑯𝑘𝒆𝑘

− + 𝒓𝑘) 

𝑿𝑘 − �̂�k = (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)𝒆𝑘
− − 𝑮𝑘𝒓𝑘 

(3.27) 

(3.28) 

Substituindo as Eq. (3.25) e (3.28) na Eq. (3.26), tem-se: 
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  E{[(𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)𝒆𝑘
− − 𝑮𝑘𝒓𝑘](𝑯𝑘𝒆𝑘

− + 𝒓𝑘)
𝖳} = 0 (3.29) 

Como o ruído das medidas, 𝒓𝑘, é independente do estado, 𝑿𝑘, e do erro de estimação, 𝒆𝑘
−, 

a equação acima reduz-se a: 

  (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)E[𝒆𝑘
−(𝒆𝑘

−)𝖳]𝑯𝑘
𝖳 − 𝑮𝑘E[𝒓𝑘𝒓𝑘

𝖳 ] = 0 (3.30) 

Utilizando-se a Eq. (3.11) e sabendo que E[𝒓𝑘𝒓𝑘
𝖳 ] = 𝑹𝑘, tem-se: 

  (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)𝑷𝑘
−𝑯𝑘

𝖳 − 𝑮𝑘𝑹𝑘 = 0 (3.31) 

Resolvendo esta equação para 𝑮𝑘, encontra-se o ganho do filtro de Kalman: 

𝑮𝑘 = 𝑷𝑘
−𝑯𝑘

𝖳(𝑯𝑘𝑷𝑘
−𝑯𝑘

𝖳 +𝑹𝑘)
−1

 (3.32) 

Agora é necessário considerar a propagação da covariância do erro de estimação com o 

decorrer do tempo. A matriz de covariância a posteriori é definida por:  

𝑷𝑘 = E[𝒆𝑘𝒆𝑘
𝖳 ] = E [(𝑿𝑘 − �̂�k)(𝑿𝑘 − �̂�k)

𝖳
] (3.33) 

Substituindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.33), tem-se: 

𝑷𝑘 = (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)E[𝒆𝑘
−𝒆𝑘

−𝖳](𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)
𝖳 + 𝑮𝑘E[𝒓𝑘𝒓𝑘

𝖳 ]𝑮𝑘
𝑇 

𝑷𝑘 = (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)𝑷𝑘
−(𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)

𝖳 + 𝑮𝑘𝑹𝑘𝑮𝑘
𝑇 

𝑷𝑘 = (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯𝑘)𝑷𝑘
− 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

Para um segundo estágio da propagação da covariância do erro de estimação, sabe-se que 

a estimativa do estado a priori é definida em termos de uma estimativa a posteriori anterior, 

como a seguir: 
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�̂�𝒌
− = 𝑭𝑘�̂�k−1 (3.37) 

Da equação do erro de estimativa a priori tem-se que: 

𝒆𝑘
− = 𝑿𝑘 − �̂�𝑘

− 

𝒆𝑘
− = 𝑭𝑘𝑿𝑘−1 + 𝒒𝑘−1 − 𝑭𝑘�̂�k−1 

𝒆𝑘
− = 𝑭𝑘(𝑿𝑘−1 − �̂�k−1) + 𝒒𝑘−1  

𝒆𝑘
− = 𝑭𝑘𝒆𝑘−1 + 𝒒𝑘−1 

 

 

 

(3.38) 

Sendo assim, a matriz de covariância a priori pode ser representada como: 

𝑷𝒌
− = E[𝒆𝑘

−𝒆𝑘
−𝖳] 

𝑷𝒌
− = 𝑭𝑘E[𝒆𝑘−1𝒆𝑘−1

𝖳 ]𝑭𝑘
𝖳 + E[𝒒𝑘−1𝒒𝑘−1

𝖳 ] 

𝑷𝒌
− = 𝑭𝑘𝑷𝑘−1𝑭𝑘

𝖳 + 𝑸𝑘−1 

 

 

(3.39) 

O filtro de Kalman é dividido em duas fases, sendo a primeira denominada Fase de 

Predição, onde faz-se uma estimativa a priori do próximo estado do sistema, utilizando-se 

medidas até o instante de tempo anterior. A segunda é a Fase de Atualização, onde a estimativa 

a priori é combinada com a observação, ou medida, atual para refinar a estimativa do estado. 

As equações do KF para ambas as fases estão a seguir (HAYKIN, 2001): 

 

Fase de Predição 

�̂�𝒌
− = 𝑭�̂�𝒌−1 

𝑷𝑘
− = 𝑭𝑷𝑘−1𝑭

𝑇 + 𝑸 

(3.40) 

(3.41) 

 

Fase de Atualização  

�̂�𝒌 = �̂�𝒌
− + 𝑮𝑘(𝒁𝒌 −𝑯�̂�𝒌

−) 

𝑷𝑘 = (𝑰 − 𝑮𝑘𝑯)𝑷𝑘
− 

𝑮𝑘 = 𝑷𝑘
−𝑯𝑇(𝑯𝑷𝑘

−𝑯𝑇 + 𝐑)−1 

(3.42) 

(3.43) 

(3.44) 

3.3.1  FILTRO DE KALMAN SEM RASTO (UKF) 

Em muitas aplicações, as equações dos sistemas dinâmicos de interesse não são lineares 
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por natureza, de modo que o filtro de Kalman tradicional não pode ser aplicado para estimar o 

estado de um tal sistema. Neste tipo de sistemas, as equações dinâmicas e de observação podem 

ser ambas não-lineares, ou apenas uma delas. Nestes casos, variações do filtro de Kalman são 

necessárias, como o filtro de Kalman Estendido (do ingl. Extended Kalman Filter) e o filtro de 

Kalman Sem Rasto (do ingl. Unscented  Kalman Filter - UKF) (SIMON, 2010). O EKF se 

baseia nas aproximações das séries de Taylor da distribuição conjunta do estado e das medidas 

do sistema; o UKF se baseia na transformação conhecida como sem odor (unscented) da 

distribuição conjunta (WAN e MERWE, 2000).  

O uso do EKF tem os seguintes inconvenientes: a linearização pode produzir filtros 

altamente instáveis se as suposições de linearidade local é violada; e a derivação das matrizes 

Jacobianas não é trivial na maioria das aplicações e, muitas vezes, levam a dificuldades de 

implementações significativas. Com a utilização do UKF, não há necessidade de realizar o passo 

de linearização e também as matrizes Jacobianas e Hessianas não são necessárias, de modo que 

o procedimento de estimação é, em geral, mais fácil e menos propenso a erros. Por isso o 

algoritmo tem propriedades de implementação e desempenho superiores ao EKF (WAN e 

MERWE, 2000). 

A localização de emissor pode ser estimada também através de um algoritmo recursivo 

como o UKF, como proposto primeiramente por JULIER e UHLMANN (1997). Este algoritmo 

de estimação de estado foi projetado para aplicações não-lineares; a ideia básica dele consiste 

em gerar um número fixo de pontos de teste, ou pontos sigma, de tal modo que a sua distribuição 

tenha média e covariância iguais à estimativa do estado atual. Em seguida, estes pontos são 

propagados através da função não linear e uma nova média e covariância são calculadas deste 

conjunto de pontos transformados (SAVAGE, CRAMER e SCHMITT, 2006). 

Para o caso onde o ruído do processo e das medidas são aditivos, tem-se: 

𝑿𝑘 = 𝑓(𝑥𝑘−1) + 𝒒𝑘−1 

𝒁𝑘 = ℎ(𝑥𝑘) + 𝒓𝑘 
(3.45) 

 

onde: 

𝑿𝑘 = [𝑥𝑘, 𝑦𝑘]
𝖳 𝜖 ℝ2 é o vetor de estado representando as coordenadas do emissor; 

𝒁𝑘 𝜖 ℝ
𝐿 é o vetor de medidas; 
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𝒒𝑘−1~𝒩 (0, 𝑸𝑘−1) é o vetor ruído do processo; e  

𝒓𝑘~𝒩 (0, 𝑹𝑘) é o vetor ruído das medidas. 

O algoritmo calcula a posição estimada realizando os seguintes passos:  

1 .  No tempo 𝑘, gera-se 2𝑛 + 1 pontos sigma, 𝑛 sendo a dimensão do vetor de estado, usando 

as   estimativas a priori do vetor de estado, �̂�0 = 𝐸(𝑿0) = 𝒎, e da matriz de covariância 

do erro de estimação, �̂�0 = 𝐸 ((𝑿0 − �̂�0)(𝑿0 − �̂�0)
𝑇
) . Cada ponto sigma possui a 

mesma dimensão do vetor de estado e um peso associado. 

𝑿(0) = 𝒎                                                                 (3.46) 

𝑿(𝑖) = 𝒎+ [√(𝑛 + 𝜆)𝑷]
𝑖
 ,   𝑖 = 1,… , 𝑛         (3.47) 

𝑿(𝑖) = 𝒎− [√(𝑛 + 𝜆)𝑷]
𝑖
,   𝑖 = 𝑛 + 1,… ,2𝑛 (3.48) 

O subscrito "𝑖" no lado direito indica a 𝑖-ésima coluna da raiz quadrada da matriz. Os pesos 

associados aos pontos são: 

𝑊𝑚
(0) =

𝜆

𝑛 + 𝜆
 (3.49) 

𝑊𝑚
(𝑖) =

1

2(𝑛 + 𝜆)
 , 𝑖 = 1,… ,2𝑛 (3.50) 

𝑊𝑐
(0) =

𝜆

𝑛 + 𝜆
+ 1 − 𝛼2 + 𝛽                 (3.51) 
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𝑊𝑐
(𝑖) =

1

2(𝑛 + 𝜆)
 , 𝑖 = 1,… ,2𝑛 (3.52) 

onde: 

𝜆 = 𝛼2(𝑛 + 𝜅) − 𝑛 é um parâmetro de escala; 

𝛼 = 10−3 determina o espalhamento dos pontos sigma ao redor de 𝒎;  

𝜅 = 0 é um parâmetro de escala secundário; e  

𝛽 é utilizado para incorporar o conhecimento a priori da distribuição de 𝑿, 𝛽 = 2 para 

distribuição gaussiana. 

2 . No tempo 𝑘 + 1, calcula-se a média e covariância preditivas como a seguir:  

�̂�(𝑘 + 1|𝑘) =∑𝑊𝑚
(𝑖)𝑿(𝑖)

2𝑛

𝑖=0

 (3.53) 

𝑷(𝑘 + 1|𝑘) =∑𝑊𝑐
(𝑖)[𝑿(𝑖) − �̂�]

2𝑛

𝑖=0

[𝑿(𝑖) − �̂�]
𝖳
+ 𝑸 (3.54) 

Nota-se que, como a posição do alvo (estado) é estacionária, tem-se �̂�(𝑘 + 1|𝑘) = �̂�(𝑘). 

3 .  Em seguida, propaga-se cada ponto sigma através da função das medidas não linear e 

calcula-se a média �̂� e covariância das medidas 𝑺 e a covariância cruzada 𝜮𝑿𝒁 entre 𝑿 e 𝒁: 

𝒁(𝑖) = ℎ(𝑿(𝑖)) (3.55) 

�̂�(𝑘 + 1|𝑘) =∑𝑊𝑚
(𝑖)𝒁(𝑖)

2𝑛

𝑖=0

 (3.56) 

𝑺 =∑𝑊𝑐
(𝑖)[𝒁(𝑖) − �̂�]

2𝑛

𝑖=0

[𝒁(𝑖) − �̂�]
𝖳
+ 𝑹 (3.57) 
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𝜮𝑿𝒁 =∑𝑊𝑐
(𝑖)[𝑿(𝑖) − �̂�]

2𝑛

𝑖=0

[𝒁(𝑖) − �̂�]
𝖳
 (3.58) 

Deve-se notar que, para o problema de localização de emissores através de medidas de 

marcação, a função das medidas é dada por: 

ℎ(𝑿(𝑖)) = 𝑡𝑎𝑛−1 (
𝑦(𝑖) − 𝑦𝑗

𝑥(𝑖) − 𝑥𝑗
) (3.59) 

onde:  

(𝑥𝑗 , 𝑦𝑗) são as coordenadas do receptor durante a j-ésima medida de marcação; e  

𝑿(𝑖) = (𝑥(𝑖), 𝑦(𝑖)) é o i-ésimo ponto sigma. 

4 .   Finalmente, depois de recebido o vetor de medidas de marcação no tempo 𝑘 + 1, atualiza-

se a média e covariância do estado como a seguir: 

𝒗𝑘+1 = 𝒁(𝑘 + 1) − �̂�(𝑘 + 1|𝑘) (3.60) 

𝑲𝑘+1 = 𝜮𝑿𝒁𝑺
−1 (3.61) 

�̂�(𝑘 + 1|𝑘 + 1) = �̂�(𝑘 + 1|𝑘) + 𝑲𝑘+1𝒗𝑘+1 (3.62) 

𝑷(𝑘 + 1|𝑘 + 1) = 𝑷(𝑘 + 1|𝑘) − 𝑲𝑘+1𝑺𝑲𝑘+1
𝖳  (3.63) 

3.4  ALGORITMO MINIMAX 

Minimax é um método usado em Estatística, Teoria da Decisão, Teoria dos Jogos e 

Filosofia para minimizar a perda máxima possível. O matemático John Von Neumann foi 
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considerado o pai da teoria dos jogos em 1926 devido à demonstração do teorema minimax. 

Uma aproximação no sentido de Chebyshev é uma aproximação minimax na qual o erro 

máximo é tão pequeno quanto possível dentro das restrições dadas à função de aproximação 

(DARLINGTON, 1970).  

A solução minimax foi utilizada em BRAYTON et al. (1979) para o projeto de circuitos 

estatísticos; projetos de sistemas de controle foram implementados utilizando técnicas de 

otimização em GRACE (1989); a solução minimax é utilizada em programação não-linear em 

HAN (1977) e POWELL (1978); métodos para a solução de problemas de otimização minimax 

não-linear, onde os parâmetros de otimização estão sujeitas às tolerâncias, são apresentados em 

MADSEN e SCHJAER-JACOBSEN (1979). O problema de estimar a localização de um robô 

no plano quando os erros nas medidas de distâncias são modelos com ruídos não-gaussianos foi 

apresentado em (AHMAD e NAMERIKAWA, 2012) e o problema de detectar rapidamente uma 

mudança desconhecida nas densidades condicionais de um processo estocástico dependente é 

tratado em MOLLOY e FORD (2016). 

Em SANTOS et al. (2016) foi apresentado o algoritmo que estima a posição do alvo 

minimizando-se as distâncias máximas entre os possíveis pontos de localização do alvo e as 

retas que representam as marcações medidas pelo observador, desta forma, é encontrada a 

solução minimax. Para o desenvolvimento deste algoritmo, utiliza-se a rotina “fminimax” do 

software MATLAB®.  

Uma interpretação geométrica para este algoritmo pode ser obtida para o caso em que três 

medidas de marcações estão disponíveis. A posição do alvo estimada, neste caso, é o incentro 

do triângulo formado pelas três medidas. O incentro que é o ponto em que as três bissetrizes do 

triângulo se cruzam, e fica à mesma distância de todos os lados do mesmo. Conforme 

representado na FIG. 3.3. 
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FIG. 3.3 - Interpretação geométrica para o algoritmo Minimax. 

3.5  MÍNIMOS QUADRADOS (LS) 

Também conhecido como estimador de Stansfield (STANSFIELD, 1947), este algoritmo 

minimiza uma função objetivo que é a soma dos quadrados das distâncias entre um ponto no 

plano e as retas representativas das marcações medidas pelo observador. Nas referências 

DOGANÇAY (2005) e GAVISH e WEISS (1992), a função custo deste algoritmo é apresentada 

como soma dos quadrados dos erros das medidas dos ângulos de marcação, que requer uma 

aproximação do tipo �̃�𝑖 − 𝜃𝑖 ≈ 𝑠𝑒𝑛(�̃�𝑖 − 𝜃𝑖) . A interpretação geométrica proposta em 

SANTOS et al. (2016) é precisa por não necessitar de tal aproximação. A FIG. 3.4 ilustra o 

cenário onde 𝐿 medidas de marcação são realizadas. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 3.4 - Localização do emissor (indicado na figura por +) utilizando medidas de marcação. 
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O módulo da distância entre a localização a ser estimada e cada reta representando uma 

dada marcação pode ser expressa por: 

|𝑑𝑖| =
|(𝒂 − 𝒑𝒊)  ×  𝒖𝑖|

|𝒖𝑖|
 (3.64) 

onde 𝒖𝑖 = [𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 , 𝑠𝑒𝑛𝜃𝑖]
𝖳  é um vetor unitário na reta 𝑟𝑖 , ou seja, |𝒖𝑖| = 1 . O vetor 𝒂 =

[𝑎𝑥, 𝑎𝑦]
𝖳 possui as coordenadas a serem estimadas do alvo estacionário, 𝒑𝑖= [𝑝𝑥𝑖 , 𝑝𝑦𝑖]

𝖳 é um 

vetor com as coordenadas do observador em 𝑖 = 1,2, … , L  pontos distintos e " × "  indica 

produto vetorial. Sendo assim, tem-se: 

|𝑑𝑖| = |(𝑎𝑥 − 𝑝𝑥𝑖)𝑠𝑒𝑛𝜃𝑖 − (𝑎𝑦 − 𝑝𝑦𝑖)𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖| 

𝑑𝑖 = (𝑎𝑥 − 𝑝𝑥𝑖)𝑠𝑒𝑛𝜃𝑖 − (𝑎𝑦 − 𝑝𝑦𝑖)𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 

𝑑𝑖 = [(𝑎𝑥 − 𝑝𝑥𝑖), (𝑎𝑦 − 𝑝𝑦𝑖)][𝑠𝑒𝑛𝜃𝑖 , − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖]
𝖳 

 

 

(3.65) 

Considerando que �̅�𝑖 = [𝑠𝑒𝑛𝜃𝑖 , − 𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖]
𝖳, tem-se: 

𝑑𝑖 = (𝒂 − 𝒑𝑖)
𝖳�̅�𝑖 

𝑑𝑖 = �̅�𝑖
𝖳(𝒂 − 𝒑𝑖) 

 

(3.66) 

Logo, o vetor distância 𝒅 = [𝑑1, 𝑑2, … , 𝑑𝐿]
𝖳 é dado por: 

𝒅 =  �̅�𝒂 − �̅� (3.67) 

sendo que, �̅� = [�̅�1, �̅�2, … , �̅�𝐿]
𝖳 e �̅� = [�̅�1

𝖳𝒑1, �̅�2
𝖳𝒑2, … , �̅�𝐿

𝖳𝒑𝐿]
𝖳
. 

A função objetivo “ζ”, ou custo, de acordo com SANTOS et al. (2016) é representada pela 

soma dos quadrados das distâncias entre o ponto a ser estimado e as retas que representam as 

marcações medidas pelo observador, sendo dada pela equação: 

𝜁 =∑𝑑𝑖
2

𝐿

𝑖=1

= ‖𝒅‖2 (3.68) 

Considerando a equação acima, tem-se que: 
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𝜁 = 𝒅𝖳𝒅 = (�̅�𝒂 − �̅�)𝖳(�̅�𝒂 − �̅�) (3.69) 

Em seguida, calculando o gradiente da função custo em relação ao vetor 𝒂 e igualando o 

resultado ao vetor nulo, 𝛻𝒂𝜁 = 0, encontra-se a solução LS: 

�̂�𝐿𝑆 = (�̅�
𝑇�̅�)−1�̅�𝖳�̅� (3.70) 

3.6  MÍNIMOS QUADRADOS TOTAL (TLS) 

Em RAO e REDDY (1994), o algoritmo TLS foi proposto com o objetivo de estimar a 

posição de emissores eletromagnéticos. Ele teve seu desempenho comparado ao ML em 

DOGANÇAY (2005), inclusive levando-se em consideração os erros nas posições dos 

observadores. Como também, erros nas posições dos observadores foram considerados na 

comparação dos algoritmos ML, LS, TLS e weighted total least squares (WTLS) em VAGHEFI 

et al. (2010). O TLS realizou a localização de emissores utilizando medidas de TDOA em 

YANG (2011).  

De acordo com MARKOVSKY e HUFFEL (2007), a solução TLS para o problema de 

localização do emissor é dada por: 

�̂�𝑇𝐿𝑆 = (𝑨𝖳𝑨 − 𝜎𝑆
2𝑰)−1𝑨𝖳𝒃 (3.71) 

onde 𝜎𝑆
2 é o menor valor singular da matriz [𝑨   𝒃], sendo que 𝑨 = [

𝑠𝑒𝑛𝜃1 −𝑐𝑜𝑠𝜃1
⋮ ⋮

𝑠𝑒𝑛𝜃𝐿 −𝑐𝑜𝑠𝜃𝐿

] e 𝒃 =

[

𝑝𝑥1𝑠𝑒𝑛𝜃1 − 𝑝𝑦1𝑐𝑜𝑠𝜃1
⋮

𝑝𝑥𝐿𝑠𝑒𝑛𝜃𝐿 − 𝑝𝑦𝐿𝑐𝑜𝑠𝜃𝐿

]. 
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3.7  ALGORITMO DE SELEÇÃO DE DADOS 

Há situações que se pode observar a existência de medidas de marcação do alvo com um 

erro muito grande em relação as demais medidas, sendo consideradas como valores dispersos 

(outliers). Valor disperso é uma parte de um grupo de valores que é inconsistente com as outras 

partes daquele grupo (ISO 5725-2, 1994). Geralmente, tais valores extremos costumam indicar 

problemas ou falhas grosseiras nos procedimentos de medições, erros de transcrição, falhas na 

condução das medidas ou em fontes externas ao sistema; isso considerando-se um sistema de 

medição onde os erros identificados foram minimizados e todos os fatores estão adequados. A 

busca por valores dispersos requer que as medidas tenham sido obtidas nas mesmas condições 

e que tenham sido eliminados os fatores que possam provocar inconsistências. 

Os valores dispersos podem ser tratados de três maneiras: correção, manutenção ou 

eliminação. Na correção, técnicas de adaptação são utilizadas nas medidas para ajustar os 

valores extremos à tendência das demais, como exemplo de técnica de ajuste tem-se a regressão. 

A manutenção da medida ou valor disperso implica em aceitar a mesma como pertencente ao 

conjunto de medidas, e que sua presença, mesmo gerando uma tendência, é fundamental para a 

caracterização do resultado. A eliminação da medida, por sua vez, implica no conhecimento e 

na aceitação do fato de que a mesma não pertence ao conjunto de medidas e/ou que a sua 

exclusão não vai afetar negativamente os resultados (ISO 5725-2, 1994).  

Neste trabalho, os valores dispersos são eliminados e adotou-se o método de Grubbs para 

identificar e retirar valores dispersos do conjunto de dados considerado. Existem inúmeros 

critérios para testar valores extremos. Em todos eles, desenvolve-se o cálculo numérico 

amostral (estatística) e compara-se com um valor crítico baseado na teoria de amostras 

aleatórias, para decidir se existe ou não uma observação considerada valor extremo. 

O método de Grubbs avalia a relação das distâncias entre os valores suspeitos e a média 

com o chamado “nível de significância” ou a probabilidade de abrangência, que é o limite a 

partir do qual o valor é considerado outlier. Recomenda-se, geralmente, que seja utilizado um 

nível de significância baixo, tal como 1%, e que níveis de significância superiores a 5% não 

sejam práticas comuns (GRUBBS, 1969).  

A maneira, assim como, o critério utilizado para a eliminação destes valores estão indicados 

nos passos abaixo: 
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1. Inicialmente, ordena-se os 𝑛 valores reportados por cada receptor em ordem ascendente: 

      𝜃1 ≤ 𝜃2 ≤ ⋯ ≤ 𝜃𝑛 ; 

2. Calcula-se o valor da estatística de Grubbs, G, conforme a quantidade de valores suspeitos   

conforme a equação abaixo: 

𝐺 =
|𝜃𝑖 − �̅�|

𝑆
 (3.72) 

onde: 

𝜃𝑖 é a i-ésima medida de marcação; 

�̅� =
∑ 𝜃𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
 é a média aritmética das medidas de marcação; 

𝑆 = √
∑ (𝜃𝑖−�̅�)

2𝑛
𝑖=1

𝑛−1
  é o desvio padrão das medidas de marcação;  

3. Compara-se G com os valores críticos, conforme transcritos na TAB. 3.1, em função da 

probabilidade de abrangência desejada. Se o valor de G é maior do que o seu valor crítico, 

Gmax, para 1%, o valor suspeito é rejeitado como valor disperso; e 

4. Finalmente, utiliza-se as medidas de marcação restante para estimar a posição do alvo. 
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                                   TAB. 3.1 - Valores críticos para o teste de Grubbs (GRUBBS, 1969) 

n 

Nível de 

Significância  

(1%) 

 

n 

Nível de 

Significância  

(1%) 

 3 1,155  22 2,939 

4 1,492  23 2,963 

5 1,749  24 2,987 

6 1,944  25 3,009 

7 2,097  26 3,029 

8 2,221  27 3,049 

9 2,323  28 3,068 

10 2,41  29 3,086 

11 2,484  30 3,103 

12 2,549  31 3,119 

13 2,607  32 3,135 

14 2,658  33 3,15 

15 2,705  34 3,164 

16 2,747  35 3,178 

17 2,785  36 3,191 

18 2,821  37 3,204 

19 2,853  38 3,216 

20 2,884  39 3,228 

21 2,912  40 3,239 
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4  SIMULAÇÕES E RESULTADOS 

Este capítulo aborda os resultados de simulações computacionais utilizando o software 

MATLAB® para estimar as posições da fonte, tendo como base os algoritmos implementados 

e propostos no capítulo anterior. Nas seções a seguir são analisados os cenários abaixo:   

Cenário 1:   duas aeronaves são utilizadas como receptores para estimar a posição de um emissor 

fixo; 

Cenário 2:   apenas uma aeronave é utilizada para localizar o mesmo alvo fixo; 

Cenário 3:   as posições dos dois receptores estão mais espaçadas entre si; 

Cenário 4:   um maior número de medidas de marcação é utilizado nas estimativas; 

Cenário 5: são utilizadas duas aeronaves para estimar as posições de um emissor móvel 

representado por um navio; e 

Cenário 6: são utilizadas duas aeronaves para estimar as posições de um emissor móvel 

representado por uma aeronave. 

Nos cenários são consideradas distâncias máximas entre o alvo e o observador de até 100 

Km. Os observadores/receptores estão localizados em plataformas áreas se movendo a 400 m/s 

e são capazes de medir as marcações de um alvo no mar. Na maioria das simulações são 

considerados alvos estacionários ou que se movem lentamente quando comparados aos 

receptores, como por exemplo navios com velocidade de 30 nós (16 m/s). Os desempenhos dos 

algoritmos descritos no capítulo anterior também foram avaliados com alvos móveis com 

velocidades compatíveis à velocidade dos receptores.  

4.1  CENÁRIO COM DOIS RECEPTORES MÓVEIS E UM EMISSOR FIXO 

Com o intuito de avaliar o desempenho dos algoritmos, realizou-se simulações num cenário 

comum para todos os algoritmos, como representado na FIG. 4.1. Neste cenário, duas 

plataformas aéreas estão se movendo: o receptor/plataforma 1 segue no sentido norte e o 

receptor/plataforma 2 segue no sentido leste. Elas são capazes de medir as marcações de um 

alvo estacionário no mar na posição (40 Km; 70 Km). Considera-se que as posições exatas das 

aeronaves são conhecidas e que cada uma delas obteve 10 medidas de marcação e o desvio 

padrão dos erros das medidas é 0,02 radiano. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 =
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(45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

A TAB. 4.1 apresenta a média aritmética dos erros RMS (do ingl. Root Mean Square Error) 

das estimativas da posição do alvo e das posições estimadas para 1000 rodadas independentes, 

em quilômetros. O erro RMS para cada rodada é calculado da seguinte forma: 

𝑅𝑀𝑆𝐸 = √
(�̂� − 𝑥)2 + (�̂� − 𝑦)2

2
 (4.1) 

onde (�̂�, �̂�) é a posição estimada e (𝑥, 𝑦) é a posição verdadeira do alvo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.1 - Cenário para localização de um alvo com medidas de marcação.  

 

 

TAB. 4.1 - Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 simulações 

 Erro RMS 

(Km) 

Posição Estimada   

(Km, Km) 

TLS  0,8200 (39,9806; 68,8405) 

UKF 0,8458 (40,1530; 68,8137) 

LS 0,8513 (39,7970; 68,8133) 

Minimax 2,3388 (39,7067; 66,7055) 

GHT 2,8726 (40,0670; 65,9381) 
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O algoritmo TLS apresentou um resultado mais preciso que os outros quatro. O algoritmo 

UKF, por sua vez, apresentou um desempenho superior em relação aos algoritmos LS, Minimax 

e GHT. Os algoritmos Minimax e GHT apresentaram resultados muito próximos, porém com 

uma pequena vantagem para o Minimax. No entanto, os algoritmos TLS, UKF e LS são 

comparáveis em termos de resultados, pois os erros de estimativas deles estão muito próximos 

e na prática o comprimento dos alvos como navios por exemplo, que muitas vezes são maiores 

do que 100 m, é muito maior que a diferença apresentada pelo erro RMS dos mesmos. O ruído 

das medidas possuindo uma distribuição gaussiana tende a favorecer algoritmos baseados em 

mínimos quadrados, como o LS, TLS e UKF.  

Deve ser notado que a precisão da posição estimada pelo UKF é influenciada pela posição 

inicial �̂�0. Se a estimativa inicial da posição do alvo for ruim, a posição estimada pelo UKF 

não será precisa, conforme pode ser observado na TAB. 4.2. Cabe ressaltar que o UKF apresenta 

bons resultados quando utilizado para rastrear alvos, estimando suas trajetórias, como em DING 

e BALAJI (2012). 

 

 

TAB. 4.2 - Média dos erros RMS das estimativas para 1000 simulações 

�̂�0 

(Km) 
Erro RMS 

(Km) 

(40,5; 70,5) 0,7668 

(41; 71) 0,7774 

(42; 72) 0,7933 

(43; 73) 0,7790 

(50; 80) 0,8746 

(20; 20) 16,8306 

(0; 0) 98,4547 

 

 

A FIG. 4.2 apresenta as estimativas da posição do alvo obtidas pelo algoritmo TLS para 50 

simulações. De maneira semelhante, da FIG. 4.3 à FIG. 4.6 estão representadas as estimativas 

dos algoritmos UKF, LS, Minimax e GHT, respectivamente. Como pode ser observado, 

novamente o algoritmo TLS obteve as melhores estimativas, com resultados mais próximos ao 

alvo na posição (40 Km, 70 Km). O UKF apresentou estimativas melhores do que os algoritmos 

LS, GHT e Minimax, sendo que os dois últimos apresentaram resultados semelhantes, o 

Minimax possuindo estimativas um pouco melhores que as do GHT. 
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                            FIG. 4.2 - Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            FIG. 4.3 - Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações. 
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                            FIG. 4.4 - Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                          FIG. 4.5 - Estimativas obtidas pelo algoritmo Minimax para 50 simulações. 
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                          FIG. 4.6 - Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações. 

 

4.1.1  SIMULAÇÕES COM ERROS NAS POSIÇÕES DOS RECEPTORES 

Na FIG. 4.7, compara-se o RMSE dos algoritmos propostos no presente cenário em função 

do ruído na posição do observador. As mesmas condições são mantidas, ou seja, um total de 20 

medidas de marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a 

inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. Observa-se 

que o RMSE de todos os algoritmos aumentou quando o ruído na posição do observador é 

incrementada, degradando o desempenho dos mesmos. O TLS apresentou um melhor 

desempenho em relação aos demais algoritmos, sendo seguido pelos algoritmos UKF e LS que 

apresentaram resultados semelhantes até um erro de posição de 0,4 Km, a partir deste ponto o 

algoritmo LS superou o UKF. Em seguida, aparece o Minimax que tem um desempenho 

superior em relação ao GHT. 
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FIG. 4.7 - Variação do RMSE em função da incerteza na posição do observador. 

 

Incertezas ainda maiores na posição do observador foram utilizadas e a variação do RMSE 

dos algoritmos em função do ruído na posição do observador está na FIG. 4.8. Contudo, sendo 

as posições obtidas por meio de GPS, os valores de erro nas mesmas não seriam tão elevados 

em aplicações reais, sendo da ordem de 5 a 15 metros, ou até menos.  

O LS superou TLS a partir do erro de posição de 1,5 Km, apresentando um melhor 

desempenho em relação aos demais. O Minimax foi superior ao UKF a partir do erro de posição 

de 3,5 Km e o GHT apresentou um pior resultado em relação aos algoritmos testados. Na figura 

é possível observar que o formato das curvas dos algoritmos TLS e UKF são bastante 

semelhantes, com mudanças de inclinações em pontos próximos.  
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FIG. 4.8 - Incremento da incerteza na posição do observador. 

4.1.2  SIMULAÇÕES UTILIZANDO O ALGORITMO DE SELEÇÃO DE DADOS 

Com o intuito de avaliar o algoritmo de seleção de dados na presença de medidas com 

valores dispersos, duas medidas com erros maiores que as outras medidas foram utilizadas no 

mesmo cenário anterior e com as mesmas condições, ou seja, um total de 20 medidas de 

marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização 

do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

A FIG. 4.9 apresenta o cenário e as medidas de marcação feitas pelos receptores. As 

medidas com a cor vermelha representam, em princípio, os valores dispersos. A TAB. 4.3 

apresenta a média aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do alvo para 1000 

rodadas independentes, em quilômetros, antes e depois da utilização do algoritmo de seleção 

de dados. Pode-se observar, como esperado, que todas as estimativas da posição foram 

melhoradas, ou seja, ficaram mais próximas da posição real do alvo. 
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FIG. 4.9 - Cenário e medidas com valores dispersos (outliers) em vermelho. 

 

 

TAB. 4.3 - Média dos erros RMS das estimativas para 1000 simulações 

 RMSEinicial 

(Km) 

RMSEfinal 

 (Km) 

TLS  8,6646 0,8512 

LS  23,2299 0,9101 

UKF 8,5739 0,8893 

Minimax 40,1486 2,9063 

GHT 16,3240 2,9511 

 

4.2 CENÁRIO COM APENAS UM RECEPTOR MÓVEL E UM EMISSOR FIXO 

No cenário apresentado na FIG. 4.10, apenas uma plataforma aérea está se movendo 

seguindo no sentido norte. Ela faz medidas das marcações de um alvo estacionário no mar na 

posição (40 Km; 70 Km). Considera-se que as posições exatas da aeronave são conhecidas e 
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que ela obteve 20 medidas de marcação e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para 

a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2, como no 

cenário anterior. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.10 - Cenário com apenas um receptor móvel e um emissor fixo. 

 

A TAB. 4.4 apresenta a média aritmética dos erros RMS (root mean square error) das 

estimativas da posição do alvo e das posições estimadas para 1000 rodadas independentes, em 

quilômetros. 

 

                TAB. 4.4 - Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 simulações 

 Erro RMS 

(Km) 

Posição Estimada   

(Km, Km) 

TLS  4,2794 (37,1349; 64,6692) 

UKF 3,4680 (42,5789; 65,8283) 

LS 7,3361 (33,4554; 61,9498) 

Minimax 11,6097 (30,6525; 56,5021) 

GHT 11,6166 (43,4660; 53,9414) 

 

 Os resultados apresentados são menos precisos em relação ao cenário anterior. Isso se deve 

ao fato de todas as medidas de marcação estarem muito próximas, causando uma área de 

incerteza maior quando da realização da triangulação com as medidas de marcação do alvo. O 
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algoritmo UKF apresentou um resultado mais preciso que os outros quatro. O algoritmo TLS, 

por sua vez, apresentou um desempenho superior em relação aos algoritmos LS, Minimax e 

GHT; os algoritmos Minimax e GHT apresentaram resultados muito próximos, porém com uma 

pequena vantagem para o Minimax. 

A FIG. 4.11 apresenta as estimativas da posição do alvo obtidas pelo algoritmo UKF para 

50 simulações. De maneira semelhante, da FIG. 4.12 à FIG. 4.15 estão representadas as 

estimativas dos algoritmos TLS, LS, Minimax e GHT, respectivamente. Novamente o algoritmo 

UKF obteve as melhores estimativas, com resultados mais próximos ao alvo na posição (40 Km, 

70 Km). O TLS apresentou estimativas melhores do que os algoritmos LS, GHT e Minimax, 

sendo que os dois últimos apresentaram resultados semelhantes, o Minimax possuindo 

estimativas um pouco melhores que as do GHT. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.11 - Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações. 
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FIG. 4.12 - Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.13 - Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações. 
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FIG. 4.14 - Estimativas obtidas pelo algoritmo Minimax para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.15 - Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações. 
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4.2.1 SIMULAÇÕES COM ERROS NAS POSIÇÕES DOS RECEPTORES 

Na FIG. 4.16, compara-se o RMSE dos algoritmos propostos no cenário anterior em função 

do ruído na posição do observador. As mesmas condições iniciais foram mantidas, ou seja, um 

total de 20 medidas de marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 

rd. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

Observa-se que o RMSE de todos os algoritmos aumentou quando o ruído na posição do 

observador é incrementada, degradando o desempenho dos mesmos. O UKF apresentou um 

desempenho superior em relação aos demais algoritmos até o erro de posição de 0,1 Km. A 

partir deste ponto o algoritmo TLS superou o UKF. Em seguida, aparece o LS que tem um 

desempenho superior em relação ao Minimax e GHT, que apresentaram desempenhos 

semelhantes com pequena vantagem para o algoritmo Minimax. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.16 - Variação do RMSE em função da incerteza na posição do observador. 

 

Incertezas ainda maiores na posição do observador foram utilizadas e a variação do RMSE 

dos algoritmos em função do ruído na posição do observador está na FIG. 4.17. O LS superou 

TLS a partir do erro de posição de 1,2 Km, apresentando um melhor desempenho em relação 

aos demais. O Minimax foi superior aos demais algoritmos a partir do erro de posição de 1,8 
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Km, ele foi seguido pelo GHT. Os algoritmos TLS e o UKF apresentaram os maiores erros 

RMS a partir do erro de posição de 2 Km e o formato de suas curvas são bastante semelhantes, 

com mudanças de inclinações em pontos próximos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.17 - Incremento da incerteza na posição do observador. 

4.2.2 SIMULAÇÕES UTILIZANDO O ALGORITMO DE SELEÇÃO DE DADOS 

O algoritmo de seleção de dados foi utilizado neste cenário na presença de medidas com 

valores dispersos. Duas medidas com erros maiores que as outras medidas foram utilizadas no 

presente cenário e com as mesmas condições, ou seja, um total de 20 medidas de marcação são 

utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização do UKF foi 

utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

A FIG. 4.18 apresenta o cenário e as medidas de marcação feitas pelos receptores. As 

medidas com a cor vermelha representam, em princípio, os valores dispersos. A TAB. 4.5 

apresenta a média aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do alvo para 1000 

rodadas independentes, em quilômetros, antes e depois da utilização do algoritmo de seleção 

de dados. Pode-se observar, como esperado, que todas as estimativas da posição foram 

melhoradas, ou seja, ficaram mais próximas da posição real do alvo. 
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FIG. 4.18 - Cenário e medidas com valores dispersos (outliers) em vermelho. 

 

                          TAB. 4.5 - Média dos erros RMS das estimativas para 1000 simulações 

 RMSEinicial 

(Km) 

RMSEfinal 

 (Km) 

TLS  29,6889 4,8604 

LS  31,9374 8,5324 

UKF 56,1404 3,8300 

Minimax 33,8683 13,8427 

GHT 21,6004 12,3691 

4.3 CENÁRIO COM GRANDE ESPAÇAMENTO ENTRE AS POSIÇÕES DOS 

RECEPTORES 

No cenário apresentado na FIG. 4.19, os receptores realizaram medidas de marcação de um 

alvo estacionário no mar, na posição (40 Km; 70 Km), em posições mais espaçadas entre si, 

quando comparadas em relação aos cenários anteriores. Considera-se que as posições exatas 

dos receptores são conhecidas e que foram obtidas 20 medidas de marcação e o desvio padrão 

dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km 

e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2, como nos cenários anteriores. 
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              FIG. 4.19 - Cenário com grande espaçamento entre as posições dos receptores. 

 

A TAB. 4.6 apresenta a média aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do alvo 

e das posições estimadas para 1000 rodadas independentes, em quilômetros. 

 

          TAB. 4.6 - Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 simulações 

 Erro RMS 

(Km) 

Posição Estimada   

(Km, Km) 

TLS  0,3144 (40,0178; 69,5557) 

UKF 0,2625 (39,9940; 69,6288) 

LS 0,3147 (40,0076; 69,5550) 

Minimax 0,7196 (40,0451; 68,9833) 

GHT 2,5012 (39,7965; 66,4686) 

 

Os resultados apresentados são mais precisos em relação aos cenários anteriores. Isso se 

deve ao fato de todas as medidas de marcação estarem muito afastadas, causando uma área de 

incerteza menor quando da realização da triangulação com as medidas de marcação do alvo. O 

algoritmo UKF apresentou um resultado mais preciso que os outros quatro. Os algoritmos TLS 

e LS apresentaram resultados muito próximos, porém com uma pequena vantagem para o TLS. 

Eles foram seguidos pelo Minimax, que teve um desempenho superior ao GHT. Novamente, os 

algoritmos TLS, UKF e LS são comparáveis em termos de resultados, pois os erros de 
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estimativas deles estão muito próximos e na prática o comprimento dos alvos considerados, que 

são maiores do que 100 m, é muito maior que a diferença apresentada pelo erro RMS dos 

mesmos. 

A FIG. 4.20 apresenta as estimativas da posição do alvo obtidas pelo algoritmo UKF para 

50 simulações. De maneira semelhante, da FIG. 4.21 à FIG. 4.24 estão representadas as 

estimativas dos algoritmos TLS, LS, Minimax e GHT, respectivamente. Novamente o algoritmo 

UKF obteve as melhores estimativas, com resultados mais próximos ao alvo na posição (40 Km, 

70 Km). Sendo seguido pelo TLS, LS, Minimax e GHT, respectivamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.20 - Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações. 
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FIG. 4.21 - Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.22 - Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações. 
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FIG. 4.23 - Estimativas obtidas pelo algoritmo Minimax para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.24 - Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações. 
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4.3.1 SIMULAÇÕES COM ERROS NAS POSIÇÕES DOS RECEPTORES 

Na FIG. 4.25, compara-se o RMSE dos algoritmos propostos no cenário anterior em função 

do ruído na posição do observador. As mesmas condições iniciais foram mantidas, ou seja, um 

total de 20 medidas de marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0.02 

rd. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

Observa-se que o RMSE de todos os algoritmos aumentou quando o ruído na posição do 

observador é incrementada, degradando o desempenho dos mesmos. O TLS e o LS 

apresentaram desempenhos semelhantes e mais precisos que os demais algoritmos. Sendo 

seguidos pelos algoritmos UKF, Minimax e GHT, respectivamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.25 - Variação do RMSE em função da incerteza na posição do observador. 

4.3.2 SIMULAÇÕES UTILIZANDO O ALGORITMO DE SELEÇÃO DE DADOS 

O algoritmo de seleção de dados foi utilizado neste cenário na presença de medidas com 

valores dispersos. Duas medidas com erros maiores que as outras medidas foram utilizadas no 

mesmo cenário anterior e com as mesmas condições, ou seja, um total de 20 medidas de 

marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização 
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do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

A FIG. 4.26 apresenta o cenário e as medidas de marcação feitas pelos receptores. As 

medidas com a cor vermelha representam os valores dispersos. A TAB. 4.7 apresenta a média 

aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do alvo para 1000 rodadas independentes, 

em quilômetros, antes e depois da utilização do algoritmo de seleção de dados. Pode-se observar 

que todas as estimativas da posição foram melhoradas, ou seja, ficaram mais próximas da 

posição real do alvo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.26 - Cenário e medidas com valores dispersos (outliers) em vermelho. 

 

    TAB. 4.7 - Média dos erros RMS das estimativas para 1000 simulações 

 RMSEinicial 

(Km) 

RMSEfinal 

 (Km) 

TLS  3,0673 0,3315 

LS  3,7828 0,3316 

UKF 5,2083 0,2882 

Minimax 20,7229 0,7331 

GHT 8,3668 2,5373 
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4.4 CENÁRIO COM MAIOR NÚMERO DE MEDIDAS DE MARCAÇÃO 

No cenário apresentado na FIG. 4.27, os receptores realizaram medidas de marcação de um 

alvo estacionário no mar, na posição (40 Km; 70 Km). Considera-se que as posições exatas dos 

receptores são conhecidas e que foram obtidas 40 medidas de marcação, ou seja, mais 

observações foram realizadas em relação aos cenários anteriores. O desvio padrão dos erros das 

medidas foi mantido em 0,02 rd. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km 

e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2, como nos cenários anteriores. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.27 - Cenário com maior número de medidas de marcação. 

 

A TAB. 4.8 apresenta a média aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do alvo 

e das posições estimadas para 1000 rodadas independentes, em quilômetros. 

                   TAB. 4.8 - Média dos erros RMS e das posições estimadas para 1000 simulações 

 Erro RMS 

(Km) 

Posição Estimada   

(Km, Km) 

TLS  0,4771 (39,9375; 69,3282) 

UKF 0,4857 (40,0287; 69,3137) 

LS 0,5176 (39,7970; 69,2967) 

Minimax 1,7028 (39,3955; 67,6690) 

GHT 1,7159 (39,9535; 67,5738) 
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Os resultados apresentados são mais precisos em relação ao primeiro cenário, isso se deve 

ao fato que neste caso o maior número de medidas de marcação aumentou a precisão dos 

algoritmos na estimativa da posição do alvo. O algoritmo TLS apresentou um resultado mais 

preciso que os outros quatro. Sendo seguido pelos algoritmos UKF e LS que apresentaram 

desempenhos bastante similares. O Minimax e o GHT apresentaram estimativas da posição do 

alvo muito próximas, com uma discreta vantagem para o algoritmo Minimax. 

A FIG. 4.28 apresenta as estimativas da posição do alvo obtidas pelo algoritmo TLS para 

50 simulações. De maneira semelhante, da FIG. 4.29 à FIG. 4.32 estão representadas as 

estimativas dos algoritmos UKF, LS, Minimax e GHT, respectivamente. Novamente o 

algoritmo TLS apresentou as melhores estimativas, com resultados mais próximos ao alvo na 

posição (40 Km, 70 Km). Sendo seguido pelo UKF, LS, Minimax e GHT, respectivamente. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.28 - Estimativas obtidas pelo algoritmo TLS para 50 simulações. 
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FIG. 4.29 - Estimativas obtidas pelo algoritmo UKF para 50 simulações. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.30 - Estimativas obtidas pelo algoritmo LS para 50 simulações. 
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FIG. 4.31 - Estimativas obtidas pelo algoritmo Minimax para 50 simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.32 - Estimativas obtidas pelo algoritmo GHT para 50 simulações. 
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4.4.1 SIMULAÇÕES COM ERROS NAS POSIÇÕES DOS RECEPTORES 

Na FIG. 4.33, compara-se o RMSE dos algoritmos propostos no presente cenário em 

função do ruído na posição do observador. As mesmas condições iniciais foram mantidas, ou 

seja, um total de 40 medidas de marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas 

é 0,02 rd. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] 

Km2. Observa-se que o RMSE de todos os algoritmos aumentou quando o ruído na posição do 

observador é incrementada, degradando o desempenho dos mesmos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.33 - Variação do RMSE em função da incerteza na posição do observador. 

 

Os algoritmos TLS, LS e UKF apresentaram desempenhos muito semelhantes e melhores 

que os demais, com uma pequena vantagem para o TLS. Em seguida, aparecem o Minimax que 

tem um desempenho superior em relação ao GHT. 

Incertezas ainda maiores na posição do observador foram utilizadas e a variação do RMSE 

dos algoritmos em função do ruído na posição do observador está na FIG. 4.34. O LS superou 

TLS a partir do erro de posição de 1,5 Km, apresentando um melhor desempenho em relação 

aos demais. O Minimax foi superior ao UKF a partir do erro de posição de 3,9 Km e o GHT 

apresentou um pior resultado em relação aos algoritmos testados. Na figura é possível observar 

que o formato das curvas dos algoritmos TLS e UKF são bastante semelhantes, com mudanças 
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de inclinações em pontos próximos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FIG. 4.34 - Incremento da incerteza na posição do observador. 

4.4.2 SIMULAÇÕES UTILIZANDO O ALGORITMO DE SELEÇÃO DE DADOS 

O algoritmo de seleção de dados foi utilizado neste cenário na presença de medidas com 

valores dispersos. Duas medidas com erros maiores que as outras medidas foram utilizadas no 

mesmo cenário anterior e com as mesmas condições, ou seja, um total de 40 medidas de 

marcação são utilizadas e o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 rd. Para a inicialização 

do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 = [
100 0
0 100

] Km2. 

A FIG. 4.35 apresenta o cenário e as medidas de marcação feitas pelos receptores. As 

medidas com a cor vermelha representam os supostos valores dispersos. A TAB. 4.9 apresenta 

a média aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do alvo para 1000 rodadas 

independentes, em quilômetros, antes e depois da utilização do algoritmo de seleção de dados. 

Pode-se observar que todas as estimativas da posição foram melhoradas, ou seja, ficaram mais 

próximas da posição real do alvo, como esperado. 
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FIG. 4.35 - Cenário e medidas com valores dispersos (outliers) em vermelho. 

 

 

     TAB. 4.9 - Média dos erros RMS das estimativas para 1000 simulações 

 RMSEinicial 

(Km) 

RMSEfinal 

 (Km) 

TLS  5,9173 0,4861 

LS  15,9714 0,5485 

UKF 5,5212 0,4865 

Minimax 38,2567 1,6373 

GHT 14,6393 1,8160 

 

4.5 CENÁRIO COM EMISSOR MÓVEL 
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movendo: o receptor/plataforma 1 segue no sentido norte e o receptor/plataforma 2 segue no 

sentido leste, elas são capazes de medir as marcações de um alvo móvel no mar. Considera-se 

que as posições exatas dos receptores são conhecidas e que cada uma deles obteve 10 medidas 

de marcação, sendo uma marcação por segundo, o desvio padrão dos erros das medidas é 0,02 
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rd. São considerados dois tipos de emissores com velocidades diferentes, um navio que possui 

uma velocidade de 30 nós (16 m/s) e uma aeronave com velocidade de 400 m/s são utilizados 

com esse propósito. Para a inicialização do UKF foi utilizado �̂�0 = (45; 75) Km e �̂�0 =

 [
100 0
0 100

] Km2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

         FIG. 4.36 - Cenário com emissor móvel representado por um navio. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     FIG. 4.37 - Cenário com emissor móvel representado por uma aeronave. 
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A TAB. 4.10 apresenta a média aritmética dos erros RMS das estimativas da posição do 

alvo para 1000 rodadas independentes, em quilômetros, para os dois cenários. 

 

 

                      TAB. 4.10 - Média dos erros RMS das estimativas para 1000 simulações 

 Erro RMS 

(Km) -  

Navio 

Erro RMS 

(Km) - 

Aeronave 

TLS  0,8172 4,0523 

UKF 0,7972 3,7996 

LS 0,8975 4,3182 

Minimax 2,2074 4,9438 

GHT 2,2434 4,7009 

 

 

Pode-se observar que o algoritmo UKF apresentou um resultado mais preciso que os outros 

quatro em ambos os cenários. O algoritmo TLS, por sua vez, apresentou um desempenho 

superior em relação aos algoritmos LS, Minimax e GHT; os algoritmos Minimax e GHT 

apresentaram resultados muito próximos, porém com uma pequena vantagem para o Minimax 

no primeiro cenário e para o GHT no segundo cenário. 

A FIG. 4.38 apresenta a variação dos erros RMS apresentados pelos algoritmos em função 

da velocidade do alvo. Pode-se observar que a medida que a velocidade do emissor aumenta, 

os erros RMS também aumentam, degradando o desempenho dos algoritmos. Os algoritmos 

UKF e TLS apresentaram estimativas melhores que os demais, com resultados menos afetados 

à medida que a velocidade do alvo aumenta. O Minimax apresentou uma maior degradação das 

estimativas da posição do alvo, em relação aos outros algoritmos, com o aumento da velocidade. 

Na figura é possível observar que o formato das curvas dos algoritmos TLS, LS e UKF são 

bastante semelhantes, com mudanças de inclinações em pontos próximos. 
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FIG. 4.38 - Variação dos erros RMS em função da velocidade do alvo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 50 100 150 200 250 300 350 400
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

Velocidade (m/s)

R
M

S
E

 (
k
m

)

RMSE x Velocidade

 

 

TLS

LS

UKF

Minimax

GHT



84 

 

5  CONCLUSÃO 

Este trabalho teve como objetivo realizar uma análise comparativa do desempenho de 

algoritmos de estimação da posição de uma fonte de RF em cenários táticos navais específicos. 

Estes algoritmos utilizam as medidas de AOA, ou marcação, do sinal transmitido do alvo para 

o observador para estimar a posição do alvo. Além disso, foram apresentadas interpretações 

geométricas para alguns algoritmos e um critério de seleção de medidas de marcação quando 

há valores dispersos presentes nas mesmas.  

Com o intuito de melhorar a caracterização e a compreensão dos resultados desse projeto, 

o trabalho foi iniciado apresentando as definições básicas das técnicas empregadas na 

localização de fontes emissoras de sinais de RF. Em seguida, foram apresentados os algoritmos 

Mínimos Quadrados (LS), Mínimos Quadrados Total (TLS), Transformada de Hough 

Generalizada (GHT), Filtro de Kalman Sem Rasto (UKF) e Minimax.  

Em seguida, foram apresentados os resultados das simulações realizadas em alguns 

cenários navais táticos comuns aos algoritmos. Foi assumido que não apenas as medidas de 

marcação foram corrompidas por ruído mas também a posição exata do observador não era 

conhecida, estando sujeita a erros. No primeiro cenário, duas aeronaves foram utilizadas como 

receptores para estimar a posição de um emissor fixo; em seguida, apenas uma aeronave foi 

utilizada para localizar o mesmo alvo fixo; no terceiro cenário as posições dos dois receptores 

estavam mais espaçadas entre si. No quarto cenário um maior número de medidas de marcação 

foi utilizada nas estimativas da posição do alvo. 

Por fim, no quinto e sexto cenários foram utilizadas duas aeronaves para estimar as 

posições de um emissor móvel que eram um navio e uma aeronave, respectivamente. O 

algoritmo TLS apresentou resultados mais precisos que os demais na maioria dos testes; ele foi 

seguido pelo UKF, que se mostrou muito dependente da posição inicial, e pelo LS. O Minimax 

apresentou desempenho superior quando comparado ao GHT. 

O emprego de todos os algoritmos se mostrou viável para aplicações em cenários navais, 

sendo implementáveis em tempo real. O algoritmo GHT consumiu mais tempo de 

processamento quando comparado aos demais, exigindo um esforço computacional maior por 

se tratar de um algoritmo de grade onde todos os pontos da mesma são testados, demandando 

mais tempo para estimar a posição do alvo. Enquanto os outros algoritmos calculam a posição 

do alvo quase que instantaneamente, o tempo para o cálculo realizado pelo GHT é de 
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aproximadamente trinta segundos. No entanto, este tempo pode ser menor se realizado em 

computadores e equipamentos com boa capacidade de processamento.    

Os algoritmos LS, UKF e principalmente o TLS, que apresentaram melhores desempenhos, 

podem ser indicados para missões que exijam maior precisão, como por exemplo, para o 

lançamento de um míssil. Apesar do algoritmo UKF ser muito dependente de uma estimativa 

inicial da posição, ele pode ser utilizado em conjunto com outro algoritmo que não possui uma 

precisão tão boa quanto a sua, como é o caso do Minimax e GHT. O UKF apresenta bons 

resultados quando utilizado para estimar trajetórias de alvos. O ruído das medidas possuindo 

uma distribuição gaussiana tendeu a favorecer algoritmos baseados em mínimos quadrados, 

como o LS, TLS e UKF. 

5.1  TRABALHOS FUTUROS 

A maioria dos algoritmos de localização de alvos apresentados neste trabalho são 

algoritmos de lote (batch), onde todas as medições são efetuadas antes da aplicação do 

algoritmo estimador, com exceção do UKF que é sequencial. Como trabalho futuro, pode-se 

explorar a recursividade dos algoritmos de modo que os dados de medição sejam recolhidos e 

imediatamente aplicados ao algoritmo de estimação da localização de emissores, como também, 

os erros nas medidas de marcação sejam modelados com outras distribuições, que não a 

distribuição normal.  

Além disso, é de interesse acadêmico o estudo e desenvolvimento de novos algoritmos que 

não apenas localize o alvo, como também, realize o acompanhamento (tracking) do mesmo, 

estimando a sua trajetória quando o mesmo estiver se movimentando. Outro possível objeto de 

pesquisa é verificar a possibilidade de adaptação de algoritmos evolutivos (genéticos) com a 

finalidade de localização de emissores. Como também, a implementaçao de algoritmos de 

seleção de dados, eliminação de valores dispersos, mais específicos para sistemas de localização 

de emissores, que utilizam medidas de AOA e TDOA.    
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